C*-algebry
Lista 1

Zad 1. Pokaza¢, ze dla dowolnego homomorfizmu algebr & : A — B jego jadro ker® := {a € A :
®(a) = 0} jest idealem w algebrze A.

Zad 2. Uzasadni¢, ze kazdy niezerowy homomorfizm okreslony na algebrze prostej jest automatycznie
injektywny.

Zad 3. Rozwazmy algebre macierzy M, (IF). Dla kazdej pary liczb i,j = 1,...,n oznaczmy przez E;
macierz z 1 w i-tym wierszu i j-tej kolumnie oraz zerami wszedzie indziej. Sprawdzi¢, ze
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oraz dla dowolnej macierzy A = [a;]},—; € M,(F) mamy E;AE;; = a;;E;;. Wykorzystujac te fakty
udowodnié, ze algebra M, (FF) jest prosta.

Zad 4. Rodzine niezerowych elementow {eij}zjzl w algebrze B nazywamy jednostkami macierzowymi,
jezeli zachodza relacje
€ik€lj = Ok, €ij 1,7,k l=1,....,n.

Pokazaé¢, 7e podalgebra A C B generowana przez jednostki macierzowe {e;;}7,_; sktada si¢ z elementow
postaci a = Z?jzl a;je;j, gdzie a;; € F,4,7 = 1,...n, i mamy naturalny izomorfizm algebr

A= M, (F).
W szczegolnosei, A jest prosta algebra z jedynka.

Zad 5. Sprawdzi¢, ze podzbior I C M, (F) macierzy o identycznych wierszach jest idealem praw-
sotronnym w M, (F), ale nie jest ideatem (dwustronnym). Zauwazy¢, ze I jest podalgebry M, (F) z
jedynka inna, niz jedynka w M, (F).

Zad 6. Sprawdzi¢, ze dowolnego homomorfizmu algebr ® : A — B wzor [®](a+ker &) = &(a) definiuje
injektywny homomorfizm [®] : A/ ker ® — B.

Zad 7. Przeformulowa¢ zadania 1-4 na ich odpowiedniki w kategorii algebr Banacha i homomorfizmow
cigglych (ograniczonych).

Zad 8. Pokazad, ze jezeli M jest podprzestrzenia przestrzeni unormowanej X, to wzor

|z + M| := inf ||z —m|, reX (1)
meM

definiuje norme na przestrzeni ilorazowej X/M wtedy i tylko wtedy gdy M jest domknieta w X.
Zauwazy¢, ze wtedy odwzorowanie ilorazowe ¢ : X — X/M staje sie konktraktywnym operatorem
liniowym, tzn. [|q|| < 1.

Zad 9. Pokaza¢, ze dla dowolnej domknietej podprzestrzeni przestrzeni Banacha X przestrzen ilora-
zowa X /M z norma ilorazowa (1) jest przestrzenia Banacha.

Zad 10. Uzasadni¢, ze dla dowolnego domknietego ideatu I algebry Banacha A mamy poprawnie
okreslong ilorazows algebre Banacha A/, gdzie ¢ : A — A/I jest kontraktywnym homomorfizmem

Zad 11. Pokazaé¢, ze dowolny ograniczony homomorfizm ® : A — B algebr Banacha faktoryzuje
sie z zachowaniem normy do injektywnego homomorfimu [®] : A/ ker & — B na algebrze ilorazowej
A/ ker @, tzn. mamy || Q| = [|[P]||-

Zad 12. Pokaza¢, ze obraz izometrii okreslonej na przestrzeni zupeinej jest domkniety.



