
C∗-algebry
Lista 1

Zad 1. Pokaza¢, »e dla dowolnego homomor�zmu algebr Φ : A → B jego j¡dro ker Φ := {a ∈ A :
Φ(a) = 0} jest ideaªem w algebrze A.

Zad 2. Uzasadni¢, »e ka»dy niezerowy homomor�zm okre±lony na algebrze prostej jest automatycznie
injektywny.

Zad 3. Rozwa»my algebr¦ macierzy Mn(F). Dla ka»dej pary liczb i, j = 1, . . . , n oznaczmy przez Eij

macierz z 1 w i-tym wierszu i j-tej kolumnie oraz zerami wsz¦dzie indziej. Sprawdzi¢, »e

EikElj = δk,lEij =

{
Eij, k = l

0, k 6= l
, i, j, k, l = 1, . . . , n,

oraz dla dowolnej macierzy A = [aij]
n
i,j=1 ∈ Mn(F) mamy EiiAEjj = aijEij. Wykorzystuj¡c te fakty

udowodni¢, »e algebra Mn(F) jest prosta.

Zad 4. Rodzin¦ niezerowych elementów {eij}ni,j=1 w algebrze B nazywamy jednostkami macierzowymi,
je»eli zachodz¡ relacje

eikelj = δk,leij i, j, k, l = 1, . . . , n.

Pokaza¢, »e podalgebra A ⊆ B generowana przez jednostki macierzowe {eij}ni,j=1 skªada si¦ z elementów
postaci a =

∑n
i,j=1 aijeij, gdzie aij ∈ F, i, j = 1, . . . n, i mamy naturalny izomor�zm algebr

A ∼= Mn(F).

W szczególno±ci, A jest prost¡ algebr¡ z jedynk¡.

Zad 5. Sprawdzi¢, »e podzbiór I ⊆ Mn(F) macierzy o identycznych wierszach jest ideaªem praw-
sotronnym w Mn(F), ale nie jest ideaªem (dwustronnym). Zauwa»y¢, »e I jest podalgebr¡ Mn(F) z
jedynk¡ inn¡, ni» jedynk¡ w Mn(F).

Zad 6. Sprawdzi¢, »e dowolnego homomor�zmu algebr Φ : A→ B wzór [Φ](a+ker Φ) = Φ(a) de�niuje
injektywny homomor�zm [Φ] : A/ ker Φ→ B.

Zad 7. Przeformuªowa¢ zadania 1-4 na ich odpowiedniki w kategorii algebr Banacha i homomor�zmów
ci¡gªych (ograniczonych).

Zad 8. Pokaza¢, »e je»eli M jest podprzestrzeni¡ przestrzeni unormowanej X, to wzór

‖x+M‖ := inf
m∈M

‖x−m‖, x ∈ X (1)

de�niuje norm¦ na przestrzeni ilorazowej X/M wtedy i tylko wtedy gdy M jest domkni¦ta w X.
Zauwa»y¢, »e wtedy odwzorowanie ilorazowe q : X → X/M staje si¦ konktraktywnym operatorem
liniowym, tzn. ‖q‖ ≤ 1.

Zad 9. Pokaza¢, »e dla dowolnej domkni¦tej podprzestrzeni przestrzeni Banacha X przestrze« ilora-
zowa X/M z norm¡ ilorazow¡ (1) jest przestrzeni¡ Banacha.

Zad 10. Uzasadni¢, »e dla dowolnego domkni¦tego ideaªu I algebry Banacha A mamy poprawnie
okre±lon¡ ilorazow¡ algebr¦ Banacha A/I, gdzie q : A→ A/I jest kontraktywnym homomor�zmem

Zad 11. Pokaza¢, »e dowolny ograniczony homomor�zm Φ : A → B algebr Banacha faktoryzuje
si¦ z zachowaniem normy do injektywnego homomor�mu [Φ] : A/ ker Φ → B na algebrze ilorazowej
A/ ker Φ, tzn. mamy ‖Φ‖ = ‖[Φ]‖.

Zad 12. Pokaza¢, »e obraz izometrii okre±lonej na przestrzeni zupeªnej jest domkni¦ty.


